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Актуальность исследования. 

Теория моделей является динамично развивающейся областью математики, которая 

находится на стыке таких дисциплин, как математическая логика, универсальная алгебра, 

различные разделы абстрактной алгебры, топологии, алгебраической геометрии. 

Известный специалист Джером Кислер в своей обзорной статье [4] выделяет два 

исторически сложившихся направления в теории моделей - западное и восточное. При 

этом он отмечает, что западная теория моделей изучает полные теории, а восточная - 

йонсоновские теории. Условные названия «западная», «восточная» связаны с 

географическим местом проживания одних из  основателей теории моделей в Америке, а 

именно А.Тарского и А.Робинсона. Как известно, Робинсон жил на восточном побережье 

США, а Тарский на западном. 

Как показывает практика, результаты ―восточной ― теории моделей получены позже 

своих ―западных‖ аналогов. А если учитывать, что аппарат исследования неполных 

теорий на сегодняшний день несравненно слабее, чем технический аппарат 

соответственно полных теорий, то мы можем считать, что наш интерес к йонсоновским 

теориям абсолютно оправдан.   

В конце 80-ых годов казахстанский математик Т.Г.Мустафин обращается к этой 

тематике и определяет основные цели и методы работы с йонсоновскими теориями. Им 

были получены результаты, связанные как с произвольными йонсоновскими теориями [6], 

[39-40] так и с конкретными примерами йонсоновских теорий [6, с. 135-197, 41]. В 

дальнейшем интерес к исследованию йонсоновских теорий продолжает ученик Т.Г. 

Мустафина А.Р. Ешкеев и эти исследования можно проследить по следующем работам  

[12-13]. 

В истории вопроса изучения йонсоновских теорий есть важная деталь-это теоретико-

множественный аспект теоремы о существовании семантической модели. Итак, хотя 

различие между западным и восточным направлениями достаточно условно, заметим, что  

изучение  йонсоновских теорий относится по своей сути к проблематике «восточной»   

теории моделей.   

В целом йонсоновские теории являются, вообще говоря, неполными, было бы 

интересно рассмотреть свойства экзистенциальных формул. Вообще говоря, система 

топологического пространства в этом случае не будет состоять из открыто-замкнутых 

множеств, а из специальных замкнутых множеств при дополнительном условии полноты. 

Основным инструментом исследования йонсоновской теории является семантический 

метод, предложенный в свое время профессором Т.Г.Мустафиным, суть которого 

заключается в трансляции свойств центрального пополнения на йонсоновский прообраз. 

В последнее время специалисты по теории модели обращают внимание на изучение 

теоретико-модельных свойств структурных вопросов малых моделей в обогащении 

сигнатуры. Причем эти обогащения должны сохранять определенные свойства изучаемых 

объектов, а именно теорий и их классов моделей. Как правила, в случае исследования 

конкретных теоретико-модельных свойств моделей полных теорий очень редко 

переносится полностью на случай изучения йонсоновских теорий. Это связано в первую 

очередь с тем фактом, что йонсоновские теорий вообще говоря не являются полными 
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теориями. А также следует заметить, что в случае изучения йонсоновских теорий 

специалисты работают в основном с классом экзистенционально замкнутых моделей этих 

теорий. Таким образом, проецируя основные вопросы о малых моделях из тематики 

полных теорий на йонсоновские теории, мы будем находиться всегда в рамках 

вышеуказанных ограничений. 

Тема  диссертационного исследования по своему содержанию относится к 

исследованию теоретико-модельных свойств индуктивных теорий. Индуктивная теория 

это теория, которая выделяет достаточно широкий класс алгебраических классических 

примеров теорий которые широко используются во всех областях  математики. Класс 

йонсоновских теорий является достаточно широким подклассом индуктивных теорий, 

которые определяют практически все основные алгебраические примеры, как например: 

группы, абелевы группы, поля фиксированной характеристики, булевы алгебры, линейные 

порядки. Но тем не менее этот класс достаточно широк и при небогатой техники изучения 

йонсоновских теорий, разумно было бы найти еще какие то естественные ограничения в 

изучаемом класе теорий. В данной диссертационной работе таким  естественным 

ограничением будет понятия выпуклости и экзистенциональной простаты. Мы будем 

иметь дело с понятиями выпуклости и экзистенциональной простоты в классе 

йонсоновских теорий. Понятие выпуклости теории было введено в книге А.Робинсона [16, 

с. 118-123], понятие экзистенциального простоты было введен Ешкеев А.Р. [13]. Понятие 

экзистенциальной простоты теории является естественным дополнительным условием при 

изучении свойств йонсоновской теории. В силу индуктивности теории, класс 

экзистенциально- замкнутых моделей йонсоновской теории всегда не пуст, но класс 

алгебраически простых моделей рассматриваемой йонсоновской теории может быть и 

пустым. Кроме понятий выпуклости, есть понятие сильной выпуклости теории и это 

понятие тоже было введено в книге А.Робинсона. Сильно выпуклая теория по 

определению имеет ядерную модель, которая  в свою очередь является алгебраически 

простой, но она не обязательно является экзистенциально замкнутой. Самый яркий 

пример показывающий, что сильно выпуклых теорий много - это пример теории групп. 

Этот пример характерен тем, что это пример несовершенной йонсоновской теории. В 

случае теории абелевых групп, мы имеем пример совершенной сильно выпуклой 

йонсоновской теории. Совершенность йонсоновской теории и некоторого фрагмента в 

этой теории не зависят друг от друга, т. е. существуют совершенная йонсоновская теория, 

но несовершеннный фрагмент в этой теории и, наоборот, существуют совершенный 

фрагмент в  несовершеннной йонсоновской теории. При этом сильно выпуклая 

совершенная йонсоновская теория является экзистенциально простой. 

Таким образом, мы можем заключить, что естественное ограничение класса 

йонсоновских теорий до класса сильно выпуклых совершенных йонсоновских теорий 

является обоснованным, но при этом отдельно можно рассматривать класс 

экзистенциально-простых совершенных йонсоновских теорий.  

 Основной частью диссертационной работы теоретико-модельное исследование  

свойств йонсоновских множеств фиксированной экзистенциально-простой выпуклой 

совершенной йонсоновской теорий.  Йонсоновские множества были определены ранее 

Ешкеевым А.Р. и по исследованию начата работа [30, с. 53–62; 31, с.217; 32, с.8]. Идея 

йонсоновского множества восходит к понятию базиса линейного подпространства. 

Кстати, теория линейных пространств над фиксированным полем является примером 

совершенной йонсоновской теории. В работе [43, с.48–56], были рассмотрены вопросы 

счетной и несчетной категоричности для йонсоновских множеств простой йонсоновских 

теорий. Под такими фрагментами будут рассматривался специальные замыкания этих 

множеств. Изучение таких свойств лежит в русле изучения йонсоновских теорий. 

Йонсоновские теории составляют достаточно широкий класс теорий, которые являются 

примерами основных классических примеров алгебр. С другой стороны, к йонсоновской 

теории можно легко прийти с помощью естественных обогащений, как скулемизация или 
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морлизация от произвольной полной теории [4]. Но при этом йонсоновские теории 

вообще говоря являются неполными, а аппарат исследования таких теорий недостаточен 

для современных реалий теории моделей. Таким образом развитие для изучения 

йонсоновских множеств, является актуальной задачей. 

В целом диссертация состоит из 2 глав, они взаимосвязаны между собой. Первая 

глава посвящена основным понятиям теории моделей и отражает практически все 

основные понятия, связанные с йонсоновскими теориями. К ним можно отнести такие 

понятия как модельной полноты, экзистенциально замкнутость, выпуклые теории, 

аксиоматизация выпуклых теорий, сильные подструктуры, виды атомных моделей, 

свойства амальгамы и совместного вложения, экзистенциально замкнутых моделей, 

различных видов морфизмов между моделями, различных видов компаньонов, 

элиминации кванторов. 

На втором главе диссертаций рассмотрены йонсоновские множества, стабильности 

йонсоновских теорий относительно экзистенциональных типов, форкинга в классе 

совершенных йонсоновских теорий. различных видов компаньонов, различные способы 

классификации фрагментов йонсоновских множеств в экзистенциально простых 

выпуклых совершенных йонсоновских теориях относительно категоричности и 

косемантичности замыканий этих множеств. Также рассмотрены синтаксические и 

семантические свойства их моделей через понятие косемантичности для фрагментов 

рассматриваемых йонсоновских множеств. Определяется центральный тип теории, 

относящийся к некоторым из йонсоновских подмножеств семантической модели 

выпуклой экзистенциальной простой йонсоновской теории. Рассматриваются свойства 

элиминации кванторов и счетный и несчетный категоричных фрагментов  # - компаньона 

йонсоновского подмножества семантической модели йонсоновской теории и решетки 

фрагментов йонсоновских множеств. 

Цель работы. 
Основной целью диссертационного исследования является получение описания 

синтаксических и семантических свойств структуры выпуклых экзистенциально простых 

йонсоновских  теорий и их классов моделей. 

Объект и предмет исследования. 

Объектами исследования являются йонсоновская теория, а также класс его 

экзистенциально замкнутых моделей.  

Методы исследований. 

К методам исследования диссертации мы относим все классические методы 

исследования в теории моделей, а также семантический метод, который развивается в 

последнее время. Суть этого метода заключается в переносе свойств первого порядка 

исчисления предикатов с центра рассматриваемой  йонсоновской теории на саму эту 

теорию. Также  применяется семантический метод к изучению йонсоновских множеств и 

их выпуклых фрагментов.  

Научная новизна.  

В данной диссертации изучался ограничение йонсоновских  теорий до класса 

экзистенциально простых выпуклых теорий, что является абсолютно новым подходом, то 

есть данный класс до этого не изучался. 

Теоретическая и практическая ценность работы.  
Полученные результаты имеют теоретический харктер и могут быть применены в 

дальнейших исследованиях в областей универсальной алгебры и теорий моделей.  

Апробация полученных результатов.  
По результатам диссертации были сделаны доклады на международных 

конференциях и семинарах; в том числе на третей международной конференции по 

анализу и прикладной математики. Институт математики и математического 

моделирования (07-10 сентября 2016 г.) - Алматы, 2016 г., международная  научная 

конференция «Актуальные проблемы математики, механики и информатики» (9-10  
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декабря 2016г.)-Караганда, 2016г., ежегодная научная апрельская конференция института 

математики и математического моделирования, посвященная дню науки (7,8 апрель 

2017).-Алматы,2017г., международная конференция «Актуальные проблемы чистой и 

прикладной математики» посвященная 100-летию со дня рождения академика Тайманова 

Асана Дабысовича (22-25 августа 2017 года).-Алматы, 2017 г., ҮІ конгресс 

математического общества тюркоязычных стран (2-5 октября 2017 г.).-Астана 2017 г., за 

весь учебный год был проведен научный семинар кафедры «избранные вопросы теории 

моделей», а также доклады в лаборатории «математическая логика» при «Институте 

прикладной математики» Комитета науки Министерства образования и науки Республики 

Казахстан г. Караганды. 

Публикации по полученным результатам.  

Основные результаты диссертационного исследования опубликованы в 23 работах. 

Из них 1 в журнале, входящем в базу Scopus, 5 в изданиях, рекомендуемых Комитетом по 

контролю в сфере образования и науки Министерства образования и науки Республики 

Казахстан, 4 в дальнего зарубежья, 7 в материалах международных конференций в 

Республике Казахстан, 5 в материалах зарубежных международных конференций и 1 

монография. В работах, выполненных с соавтором, вклад каждого из соавторов является 

равным. 

Положения, выносимые на защиту.  
На защиту выносятся следующие основные положения работы: 

1) изучены некоторые подмножества семантической модели выпуклой экзистенциально 

простой совершеннноййонсоновской теории; 

2) был найден критерий счетной и несчетнойкатегоричности фрагментов сильно 

минимального йонсоновского множества выпуклой экзистенциольно 

простоййонсоновской теории; 

3) изучены свойства и взаимосвязь компаньонов фрагмента выпуклой экзистенциально 

простой совершенной йонсоновской теории; 

4) изучены свойства и связь с косемантичностью фрагмента подмножества семантической 

модели рассматриваемой теории; 

5 найдена связь свойств решеток экзистенциональных формул йонсоновского множества 

и свойств центрального пополнения рассматриваемой теории; 

6) показаны стабильность центрального типа рассматриваемой теории и эквивалентность 

форсинг-компаньона в условиях  совершенной и  выпуклой экзистенциональной полноты; 

7) изучены свойства счетной и несчетной категоричности и элиминации кванторов 

фрагментов # - компаньона семантической модели вышерассматриваемой теории; 

8) изучены решетки экзистенциональных формул для фрагментов йонсоновского 

множества. 

Структура и объем работы.  
Диссертационная работа состоит из введения, двух разделов, заключения, 

определения, обозначения и сокращения,  списка использованных источников из 68 работ. 

Работа изложена на 92 страницах. Нумерация формул, теорем, лемм и замечаний в 

разделах трехзначная; первое число означает номер раздела, второе число означает номер 

подраздела, третье – собственный номер формулы, теоремы, леммы и замечания 

соответственно внутри подраздела. 

 

Краткое содержание основной части. В первом разделе приводятся некоторые 

вспомогательные факты и утверждения. 

Рассмотрим теорию T  счетного языка первого порядка  L . 

 Определение 1.5.5. [13, стр.158]. Модель А  теории T  называется T  - 

экзистенцианально замкнутой, если для любой модели В  и любой экзистенциальной 
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формулы  x  с константами из А выполняется А╞  xx   при условии, что А  подмодель 

В  и В╞  xx . 

Модель теории называется алгебраически простой, если она изоморфно 

вкладывается в любую модель рассматриваемой теории [1 гл., стр. 15]. 

Определение 1.1.4. [12, стр.95].  Теория T выпукла, если для любой модели A  

теории Т и любого семейства  IiB i :  подмодели A , которые являются моделями теории 

A , пересечение 
Ii

iB


 есть модель теории Т, при условии если это пересечение не пусто. 

Если к тому же такое пересечение никогда не пусто, то Т называется сильно выпуклой. 

Пусть Т йонсоновская  теория полная для экзистенциальных предложений в языке L и  

ее семантические модель есть  С. 

Определение 2.1.6. (Ешкеев А.Р.). Мы говорим, что множество Х - Σ −определимо,  

если оно определимо некоторой экзистенциальной формулой.  

Множество X называется йонсоновским в теории Т, если оно удовлетворяет 

следующим свойствам: 

X есть Σ −определимое подмножество С; 

dсl(Х) есть носитель некоторой экзистенциально-замкнутой подмодели С. 

Определение 2.2.1. (Ешкеев А.Р.). Будем говорить, что все ∀∃-следствия 

произвольного множества создает йонсоновский фрагмент этой множествы, если 

дедуктивное замыкание этих ∀∃ - следствий есть йонсоновская теория. 

Определение 2.2.2. (Ешкеев А.Р.). Индуктивная теория Т называется 

экзистенциально-простой, если  

1) Она имеет алгебраически простую (AP) модель, класс ее AP обозначим через ТАР, 

2) Класс (ЕТ) моделей не является тривиальным, он пересекается с классом, AP, 

ТАР ∩ ЕТ ≠0. 

В рамках данных вышеведенных определений, далее на первом параграфе 

рассматривается фрагменты йонсоновских множеств для класса выпуклых 

экзистенциально простых совершшенных йонсоновских теорий. Это в свою очередь 

повлечет за собой целый ряд новых постановок задач, например уточнение свойств 

первого порядка для компаньонов фрагментов (используется для доказательства теоремы 

2.2.5),,уточнение теоремы Лахлана-Болдуина о несчетной категоричности в рамках 

данной нововведенной тематики ( используется для доказательства теоремы 2.2.6). 

Путь X йонсоновкое множество в теории Т и M экзистенциально замкнутая 

подмодель семантической модели С, рассматриваемой йонсоновской теории Т, где  

dcl(X)= M.  

𝑇ℎ∀∃ 𝑀 = 𝑇𝑀 , 𝑇𝑀 − есть  йонсоновский фрагмент йонсоновского множества Х, 

𝑇𝑀
∗ есть центр  𝑇𝑀 . 

Теорема 2.2.5. Пусть теория Т- выпуклая экзистенциально простая совершенная 

йонсоновская теория. Следующие условия эквивалентны:  

 1) 𝑇𝑀
∗ -𝜔- категорична;  

 2) 𝑇𝑀-𝜔- категорична. 

Определение 2.2.8. [13, стр.152]. Пусть 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐸𝑇  и 𝐴 ⊂ 𝐵. Тогда B называется 

алгебраически простой расширением 𝐴  в  𝐸𝑇 , если для любой модели 𝐶 ∈ 𝐸𝑇  таким 

образом, что если 𝐴 изоморфно вкладывается в С, то B изоморфно вкладывается в C. 

Теорема 2.2.6. Пусть теория Т- выпуклая экзистенциально простая совершенная 

йонсоновская теория. Следующие условия эквивалентны: 

1)  𝑇𝑀
∗ -𝜔1- категорична; 

2) любое счетное модель 𝐸𝑇𝑀
имеет простое алгебраическое расширение в 𝐸𝑇𝑀

 . 
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В третьем параграфе рассматриваются свойства различных компаньонов фрагментов 

выпуклых экзистенциально простых совершенных йонсоновских теорий, их связь между 

собой, а также связь с изначальной рассматриваемой   теорией. Доказывается 

эквивалентность понятий полноты и модельной полноты в классе рассматриваемых 

подклассах класса всех йонсоновских теорий. Понятие компаньона теории было введено 

А.Робинсоном [4, с.156-157] и сыграло важную роль при изучении индуктивных теорий. 

Для йонсоновских теорий в работах Ешкеева А.Р. были ранее рассмотрены различные 

компаньоны. Так, как при исследовании  рассматриваемого замыкания йонсоновского 

подмножества семантической модели нового класса теорий, также могут существуют 

различные компаньоны, рассмотрим аналоги результатов для вышеуказанных подклассов 

йонсоновских теорий с помощью  йонсоновских множеств.  

Теорема 2.3.2. Пусть T  выпуклая экзистенциально простая совершенная 

йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) МT  совершенна; 

2) *МT  -  - аксиоматизируема. 

Теорема 2.3.3. Пусть T  выпуклая экзистенциально простая совершенная 

йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) МT  совершенна; 

2) 
0

* ММ TT  . 

Теорема 2.3.4. Пусть T  выпуклая экзистенциально простая совершенная 

йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) МT  совершенна; 

2) МT  имеет модельный компаньон. 

По аналогии с хорошо известным фактом из [12,с.30] можно утверждать 

следующее: 

Лемма 2.2.1. Если 
#

МT  компаньон йонсоновской теории МT  и 
M

МT  модельный 

компаньон МT , то 
M

ММ TT 
#

. 

Легко проверить следующее: 

Лемма 2.2.2. Пусть 1T  и 2T  выпуклые экзистенциально простые совершенные 

йонсоновские теорий. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) 
1

МT  и 
2

МT  взаимно модельно совместны; 

2) 
##

21
ММ TT  . 

Основным результатом данного параграфа является следующая теорема, имеющая 

отношение к теореме Линдстрема о модельной полноте [4, с.164].  

Теорема 2.2.6. Пусть T  выпуклая экзистенциально простая совершенная 

йонсоновская теория. Следующие условия эквивалентны: 

1) МT  - полна:  

2) МT - модельно полна. 

В четвертом параграфе рассматривается различные способы классификации 

фрагментов йонсоновских множеств в выпуклых экзистенциально простых совершенных 

йонсоновских теориях относительно косемантичности замыканий этих множеств. Также 

рассмотрим синтаксические и семантические свойства их моделей через понятие 

косемантичности для фрагментов рассматриваемых йонсонсвких множеств. 

Рассмотренная классификация — это косемантичность между фрагментами подмножеств 

семантической модели рассматриваемой теории. 
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Определение 2.4.3. (Ешкеев А.Р.) Модели  и  модели сигнатуры  

называются косемантичными ( символически BA J ), если для любой йонсоновской 

теории  такой, что , найдется йонсоновская теория , косемантичная с , 

такая что . И наоборот. 

Лемма 2.4.3. Пусть  выпуклая экзистенциально простая совершенная 

йонсоновская теория в языке L. Пусть 21, XX -йонсоновские множества в теории . Тогда 

для любых 21, XX -йонсоновских множеств в произвольной первоначальной теории  

верны следующие импликации: 

.
212121 XJXXJXXX MMMMMM   

Проблема. Получить описание косемантичных йонсоновских алгебр из выше 

приведенного списка йонсоновских алгебр. 

Следствие 2.4.1. Пусть 
1XMT  есть фрагмент 1X ,  

2XMT  фрагмент есть 2X , где 

21, XX -йонсоновские множества в некоторой первоначальной теории . Причем  

семантическая модель 
1XMT ,  семантическая модель 

2XMT .  Тогда, если 

 
1XMT  =  

2XMT , то JM X
T 

1 2XMT . 

Теорема 2.4.1. Пусть 
1XMT  и 

2XMT  фрагменты  соответственно йонсоновских 

множеств 1X , 2X  в выпуклой экзистенциально простой совершенной йонсоновской теории 

. Причем  семантическая модель 
1XMT ,  семантическая модель 

2XMT . Тогда 

эквивалентны следующие условия: 

1)  21 CC J , 

2) 21 CC J , 

3) = . 

Теорема 2.4.2. Пусть 
21

, XX MM - экзистенциально замкнутые подмодели 

семантической модели  выпуклой экзистенциально простой совершенной йонсоновской 

теории . 21, XX -йонсоновские множества в этой теории . Тогда эквивалентны 

следующие условия: 

1) 
21 XJX MM  , 

2) )()(
21 XJX MM   . 

В пятом параграфе определяется понятие центрального типа теории относительно 

некоторого йонсоновского подмножества семантической модели выпуклой 

экзистенциально простой совершенной йонсоновской теории. Показана эквивалентность 

стабильности центрального типа такой теории с еѐ форсинг компаньоном при условии 

совершенности и выпуклой, экзистенциальной полноты.  

Вышесказанные определения  можно  легко показать  для йонсоновской теории -

предложений в рамках экзистенциально простой совершенной полной выпуклости. 

Мы получили  следующие результаты.  

Рассмотрим понятие стабильности в обогащений йонсоновским множеством A . 

Теорема 2.5.5. Пусть 𝜆 произвольный бесконечный кардинал, T  выпуклая, 

экзистенциально простая, совершенная, полная для –предложений йонсоновская  

теория. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1)   
F*Т - cтабильна в рамках полной теории, где  FТ * – форсинг компаньон 

теории *T в обогащенной сигнатуре; 

2) 
*T - 𝜆 - cтабильна в рамках полной теории. 

A B 

1T 1TA 2T 1T

2
TB

T

T

T

T 1C

2C

T 1C 2C

1C 2C

T T
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В шестом параграфе рассматривается  такие теоретико-модельные свойства, как 

счетной и несчетной категоричности и свойства элиминации кванторов #-компаньона 

совершенного фрагмента некоторого йонсоновского подмножества семантической модели 

выпуклой экзистенциально простой совершенной йонсоновской теории. Интерес к 

изучению теоретико-модельных свойств #-компаньона восходит к проблемам, которые 

были сформулированы при изучении индуктивных теорий. Этот класс теорий достаточно 

хорошо изучался в литературе [4, с. 156-164] и основным вдохновителем изучения данной 

тематики был один из основоположников теории моделей Абрахам Робинсон. В этом 

параграфе мы акцентируем наше внимание на свойствах )(# AFr – #-компаньон 

фрагмента йонсоновского множества A  совершенной фиксированной йонсоновской 

теории Т .  

Теорема 2.6.3. Пусть А -йонсоновское множество и )(AFr  выпуклая экзистенциально 

простая совершенная йонсоновская теория. Следующие условия эквивалентны: 

1) )(AFr  - полна:  

2) )(AFr - модельно полна. 

Теорема 2.6.6. Пусть  )(AFr -полный совершенный выпуклый йонсоновский 

фрагмент йонсоновского множества А. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) )(# AFr -категорична; 

2) )(# AFr -категорична. 

Теорема 2.6.8. Пусть  )(AFr  есть йонсоновский фрагмент, являющийся 

экзистенциально-простой совершенной йонсоновской теорией полной  для 

экзистенциальных предложений йонсоновской универсальной теории,  для которой 

выполняется  1R . Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) теория  )(# AFr  1 -категорична, 

2) любая счетная модель из )( AFrЕ   имеет алгебраически простое модельное 

расширение в  )( AFrЕ . 

Приступим к изучению теоретико-модельных свойств #-компаньона совершенного 

йонсоновского фрагмента. Пусть Т – йонсоновская теория счетного языка L, А-

йонсоновское подмножество семантической модели теории Т, )(AFr  - фрагмент 

йонсоновского множества А . Пусть  - дистрибутивная решетка классов 

эквивалентности })()({)(   AFrLEn

AFr , , 



n

n AFrEAFrE ))(())((  .  

Рассмотрим фрагмент йонсоновского множества , который является полный для  -

предложений. 

Теорема 2.6.9.  Пусть - совершенный фрагмент йонсоновского множества , 

)(# AFr  его #-компаньон. Тогда 

1) )(# AFr  допускает элиминацию кванторов тогда и только тогда, когда каждый 

 имеет бескванторное дополнение; 

2) )(# AFr - позитивно модельно полна тогда и только тогда, когда каждый 

 имеет экзистенциальное дополнение. 

В следующей теореме в терминах решетки экзистенциальных формул ))(( AFrEn  

найдены необходимые и достаточные условия совершенности йонсоновской теории Т. 

 

))(( AFrEn

)(LEn

A

)(АFr A

))(( АFrEn

))(( АFrEn



9 

 

Теорема 2.6.10. Пусть - совершенный фрагмент йонсоновского множества , 

)(# AFr  его #-компаньон. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) )(AFr - совершенна; 

2)  слабо дополняема; 

3) - алгебра Стоуна. 

На седьмом параграфе рассматриваются теоретико-модельные свойства йонсоновской 

теорий. В частности, рассматривается решетка специальных формул. В шестом параграфе 

было рассмотрено теоретико-модельные свойства фрагмента йонсоновских множеств. В 

частности, решетка экзистенциальных формул. При изучении полных теорий один из 

основные методы - использовать свойства топологического пространства )(TSn . На языке 

ультрафильтров булевой алгебры )(TFn , где T фиксированной теории, изучаются такие 

классические концепции модельной теории, как устойчивость модели и теории, 

насыщение модели, однородность модели, диаграммы моделей и т. д. Поскольку 

экзистенциальная формула вообще не замкнуты относительно булевых операций 

топологическое пространств экзистенциальных типов значительно отличается из всех 

случаев. Понятно, что такой подход (ограничение из ))(( XFrFn  в ))(( XFrEn ) является 

обобщением случая, когда мы иметь дело с полной теорией. Поскольку фрагмент 

йонсоновских множеств  в целом неполное, было бы интересно рассмотреть свойства 

решетки экзистенциальных формул. 

В дальнейшем нам придется иметь дело с фиксированной йонсоновской теорией 

полной для экзистенциальных предложений и его семантической модели есть C. Пусть X 

⊆ C и X – йонсоновское множество.  

Отметим, что поскольку теория, полная для экзистенциальных предложений 

удовлетворяет совместному свойству вложения, но обратное не является истинно, мы 

видим, что условие экзистенциальной полноты в наших теоремах не могут быть 

устранены. 

В дальнейшем все рассмотренные теории будут полными для ∃ -предложений. 

Теорема 2.7.1.  Пусть )(XFr - фрагмент йонсоновского множества, *)(XFr -центр 

фрагмента йонсоновского множества  )(XFr . Тогда 

1) )(* XFr  допускает элиминацию кванторов тогда и только тогда, когда каждый 

))(( XFrEn  имеет бескванторное дополнение; 

2) )(* XFr - модельно полна тогда и только тогда, когда каждый ))(( XFrEn  

имеет экзистенциальное дополнение. 

Теорема 2.7.2. Пусть )(XFr - фрагмент йонсоновского множества Х. Тогда 

следующие условия эквивалентны: 

1) )(XFr -совершенна; 

2) ))(( XFrEn  слабое дополняема; 

3) ))(( XFrEn  - решетка Стоуна. 

Теорема 2.7.3. Пусть )(XFr - фрагмент йонсоновского множества Х. Тогда 

следующие условия эквивалентны: 

1) )(* XFr -теория; 

2) каждый ))(( XFrEn  имеет бескванторное слабое дополнение. 

Диссертационная работа выполнена на кафедре «алгебры, математической логики и 

геометрии имени профессора Т.Г.Мустафина» Карагандинского государственного 

университета им. Е.А. Букетова. 

)(АFr A

))(( AFrEn

))(( AFrEn


