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Диссертация құрылымы. Диссертациялық жұмыс кiрiспеден, екi бөлiмнен, қоры-
тындыдан, әдебиеттер тiзiмiнен және қосымшадан тұрады. Формулалардың, теорема-
лардың, леммалар мен ескертулердiң нөмiрленуi үш таңбалы, бiрiншi сан бөлiм нөмiрiн,
екiншi - бөлiмше нөмiрiн, үшiншiсi –бөлiмше iшiндегi меншiктi нөмiрдi бiлдiредi.

Түйiндi сөздер. Жылуөткiзгiштiк теңдеуi үшiн шеттiк есептер, жылу потенциалы,
екiншi тектi Вольтердiң ерекше интегралдық теңдеулерi, Лаплас түрлендiруi, резоль-
вента, нүктеге айналатын облыс.

Тақырыптың өзектiлiгi. Уақыт өте келе өзгеретiн шекаралары бар облыстар-
дағы стационарлық емес тасымалдау теңдеулерi үшiн шеттiк есептердi шешу қажет-
тiлiгi олардың практикада кең қолданылуымен түсiндiрiледi. Мұндай есептер төмен
және жоғары қысымды газразрядты плазмадағы электромагниттiк, газодинамикалық
және термофизикалық процестердi сипаттайды. Математикалық модельдеу плазмалық
қондырғыларды жасау үшiн қажет, өйткенi ол процестер мен құрылғыларының тиiмдi
өлшемдерi және негiзгi параметрлерiнiң мәндерi туралы қажеттi ақпарат бередi. Олар
сонымен қатар электр контактiлерiнiң балқу процестерiн, электр доғасының контак-
тiлерiне әсерiн зерттеуде; шекарасы қозғалмалы облыстардағы жылу тасымалдау мәсе-
лелерiн зерттеуде, гидромеханиканың бiрқатар есептерiн шешуде көрiнiс табады. Мұн-
дай есептер жылу әсерiнен жарылудың (трещина) таралуын зерттеуде, ерiтiндiлер мен
топырақтың қатуын, кристалдардың кинетикалық өсуiн зерттеу кезiнде үлкен практи-
калық құндылыққа ие.

Уақыттың бастапқы сәтiнде нүктеге айналатын облыстардағы құбылыстардың экс-
перименттальдық зерттеуiнiң қиындығы олардың өте жылдам өтуiне байланысты және
көп жағдайда олардың динамикасы туралы қосымша ақпаратты тек математикалық
модельдiң негiзiнде алуға болады. Бұл жағдайда аналитикалық әдiстер құбылыстарды
көрнекi және ыңғайлы талдауға, барлық факторлардың әсерiн көрсетуге және олардың
маңыздылығын бағалап, негiзгiлерiн ажыратуға мүмкiндiк бередi. Сонымен қатар, бел-
гiлi бiр шеттiк есептер класының аналитикалық шешiмдерiнiң болуы, күрделi есептер
шешiмдерiн жуықтап есептеудiң айырымдық сызбасын құруға негiз бола алады.

Алайда, уақыт өте келе шекарасы өзгерiп, нүктеге айналатын облыстардағы жылу
өткiзгiштiк есептерiн аналитикалық шешудiң қиындығы сол: осы түрдегi есептерге ма-
тематикалық физиканың дифференциалдық теңдеулерiнiң классикалық әдiстерiн бiр-
ден қолдануға келмейдi. Мұндай мәселелердi зерттеудiң ерекшелiгi-облыстың аумағы
уақытқа байланысты өзгерген кезде және уақыттың бастапқы сәтiнде облыс нүктеге
айналатын жағдайда, теңдеудiң шешiмiн облыстың шекарасының қозғалысымен үйле-
стiру мүмкiн емес. Жылу өткiзгiштiк есептерiнiң осындай кластарының аналитикалық
шешiмдерiн табу үшiн арнайы әдiстер немесе белгiлi әдiстердiң модификациясы қажет.

Сондықтан, бастапқы уақыт мезетiнде нүктеге айналатын облыстардағы арнайы
шекаралық шарттары бар шеттiк есептерiн зерттеу туралы мәселе өзектi болып табы-
лады.

Зерттеудiң негiзгi мақсаты - арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақыт-
та жойылатын цилиндрлiк емес облыстардағы жылу өткiзгiштiк теңдеулерiнiң шеттiк
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есептерiнiң шешiмiн табу; екiншi реттi Вольтерра типiндегi ерекше интегралды теңде-
улердi шешу; олардың шешiлу мәселелерiн зерттеу.

Зерттеу мiндеттерi:
- арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақытта жойылатын цилиндрлiк емес

облыстардағы жылу өткiзгiштiк теңдеулерiнiң жаңа шеттiк есептерiнiң қойылымдарын
қарастыру және берiлген функциялар мен олардың шешiмдерiнiң кеңiстiгiн сипаттау;

- бастапқы есептердi түрлендiру;
- екiншi реттi Вольтерраның ерекше интегралдық теңдеулерiне шектiк есептердi

келтiру (редукциялау);
- ерекше интегралдық теңдеулердi шешу, резольвентасын құру;
- бастапқы шеттiк есептердi шешу;
- қарастырылатын шеттiк есептер үшiн жалғыздық класын анықтау;
Зерттеу нысаны: арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақытта нүктеге

айналатын цилиндрлiк емес облыстардағы параболалық теңдеулердiң шеттiк есептерi
Зерттеу тақырыбы: - арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақытта жой-

ылатын цилиндрлiк емес облыстардағы жылу өткiзгiштiк теңдеулердiң шеттiк есеп-
терiнiң шешiмi және сәйкес екiншi реттi Вольтерра типiндегi ерекше интегралды

Зерттеу әдiстемесi. Жұмыста дифференциалдық теңдеулердiң жалпы теориясы
және функционалдық талдау әдiстерi, Лаплас интегралдық түрлендiру әдiстерi, арнайы
функциялар теориясы және комплекс айнымалы функциялар теориясы қолданылады.

Ғылыми жаңалығы. Жұмыста арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақыт-
та жойылатын цилиндрлiк емес облыстардағы жылу өткiзгiштiк теңдеулердiң жаңа
шеттiк есептерiнiң қойылымдары қарастырылған. Қарастырылып отырған есептердiң
ерекшелiктерi, екiншi реттi Вольтерра типтi арнайы интегралдық теңдеулердi жойылу
нүктесiнде өсетiн функциялар кластарында шешiлу мәселелерiн зерттеу қажеттiлiгiне
әкеледi.

Жұмыстың теориялық және практикалық маңызы. Диссертация нәтижелерi
теориялық сипатқа ие. Арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақытта жойыла-
тын цилиндрлiк емес облыстардағы жылу өткiзгiштiк теңдеулерiнiң шеттiк есептерiн
екiншi реттi Вольтерра типiндегi ерекше интегралдық теңдеулерге келтiрiп, зерттеу
әдiстемесi жасалды. Ерекше интегралды теңдеулердiң шешiмi тұық түрде алынады.

Сонымен қатар, алынған нәтижелер ерекше ядролы интегралдау шегi айнымалы бо-
лып келген интегралдық теңдеулер теориясының дамуына өзiндiк бiр үлесiн қоса ала-
ды. Жұмыстың практикалық құндылығы оның еркiн шекаралары бар кейбiр есептердi
зерттеуде пайдаланылады, мысалы, Стефанның бiр фазалы есебiн зерттеу кезiнде.

Қорғауға шығарылатын тұжырымдар. Қорғауға шығарылады:
10 Салмақты функционалдық кластардағы жылуөткiзгiштiк теңдеулер үшiн шеттiк

есептер және олардың эквиваленттi түрлендiрулерi;
20 Екiншi реттi Вольтерра типiндегi арнайы интегралды теңдеулерiмен құрастыры-

лған шеттiк есептердiң эквиваленттiлiгi;
30 Екiншi реттi Вольтерра типтi ерекше интегралдық теңдеулердiң резольвентала-

рын құру;
40 Екiншi реттi Вольтерра типiндегi арнайы интегралды операторлардың спектрлiк

қасиеттерi: меншiктi функцияның айқын түрi табылды.
50 Қарастырылып отырған шектiк есептер үшiн шешiмiнiң жалғыздығының сал-

мақты кластары.
Жүргiзiлген зерттеулердiң сенiмдiлiгi құрылған және қолданылғанған әдiстердiң

конструктивтiлiгiмен негiзделедi. Әр бөлiмнiң қарастырған есептерiне қатысты қосалқы
тұжырымдар лемма түрiнде келтiрiлген және олар қатаң дәлелденген, ал жалпы тұ-
жырымдар теорема түрiнде берiлiп, олардың толық дәлелдемелерi ұсынылған.
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Диссертацияның 1.1 бөлiмiнде G = {x, t| 0 < x < tω, t > 0} облысында жылуөт-
кiзгiштiк теңдеуiнiң келесi шекаралық есептiң шешiмiн қарастырамыз:

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t), (1)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= u0(t),
dũ (t)

dt
+
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=tω

= u1(t), (2)

мұнда ũ (t) = u (tω, t) , ω > 1/2.
Берiлген есептiң шешiмiнiң классын келесi түрде анықталған:(

x+ t
3
2
−ω
)−1

u(x, t) ∈ L∞(G) т.е. u(x, t) ∈ L∞
(
G;
(
x+ t

3
2
−ω
))

f(x, t) ∈ W 1,0
∞

(
G; t

3
2
−ω exp

(
t
3
2
−ω

4a2

))
;

u0(t) ∈ L∞
(
R+;

(
t−(

3
2
−ω)
))

; u1(t) ∈ L∞
(
R+;

(
t
3
2
−ω
)) (3)

(1)-(2) түрдегi шекаралық есептер, Стефан есебiн қарастыру барысында туындайды
Жаңа v(x, t) = ∂u

∂x
функциясын енгiзу арқылы, (1) –(2) есебi келесi есепке келтiрiледi:

∂v

∂t
− a2 ∂

2v

∂x2
= f̃(x, t), 0 < x < t, t > 0 (4)

v|x=0 = v0(t),

(
∂v

∂x
+

1 + ωtω−1

a2
v

)∣∣∣∣
x=tω

= v1(t) (5)

гдеf̃(x, t) ≡ ∂f(x,t)
∂x

, v0(t) ≡ u0(t), v1(t) ≡ u1(t)
a2

+ f
a2

∣∣
x=tω

Ескерту 1 (4) - (5) шеттiк есептiң шешiмi (1) –(2) шеттiк есептiң жалғыз шешi-
мiн ғана (тұрақты көбейткiшке дейiнгi дәлдiкпен) анықтайды.

(4)-(5) есептерiнiң шешiмi жай және қос қабаттың потенциалдар мен көлемдi потен-
циалдың қосындысы түрiнде iзделiнедi:

v(x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

∞∫
0

1

(t− τ)1/2
exp

{
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

}
f̃(ξ, τ)dξdτ+

+
1

4a3
√
π

t∫
0

x

(t− τ)3/2
exp

{
− x2

4a2(t− τ)

}
ν(τ)dτ+

+
1

2a
√
π

t∫
0

1

(t− τ)1/2
exp

{
− (x− τω)2

4a2(t− τ)

}
ϕ(τ)dτ, (6)

мұнда, әзiрше белгiсiз және анықтауды қажет ететiн кез келген ν(t) мен ϕ(t) функци-
ялары үшiн (6) теңдiгiмен анықталған функция (4) теңдеуiн қанағаттандырады.

Шекаралық шарттарды қанағаттандыра отырып келесi интегралдық теңдеудi ала-
мыз:

ϕ(t) +

∫ t

0

Kω(t, τ)ϕ(τ)dτ = F (t), (7)
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бұл жерде Kω(t, τ) ядросын келесi қосындылар түрде жазуға болады:

Kω(t, τ) =
4∑
i=1

K(i)
ω (t, τ),

мұндағы:

K(1)
ω =

1

2a
√
π
· t

ω + τω

(t− τ)3/2
· exp

{
− (tω + τω)2

4a2 (t− τ)

}
;

K(2)
ω = − 1

2a
√
π
· t

ω − τω

(t− τ)3/2
· exp

{
− (tω − τω)2

4a2 (t− τ)

}
;

K(3)
ω = − 1

a
√
π
· 1 + ωtω−1

(t− τ)1/2
exp

{
− (tω + τω)2

4a2 (t− τ)

}
;

K(4)
ω =

1

a
√
π
· 1 + ωtω−1

(t− τ)1/2
exp

{
− (tω − τω)2

4a2 (t− τ)

}
.

(8)

(7) теңдеуiнiң бос мүшесi келесi түрде болады:

F (t) = − a√
π

t∫
0

[
1

(t− τ)3/2
− t2ω

2a2(t− τ)5/2

]
exp

{
− t2ω

4a2(t− τ)

}
v0(τ)dτ+

− 1 + ωtω−1

a
√
π

t∫
0

tω

(t− τ)3/2
exp

{
− t2ω

4a2(t− τ)

}
v0(τ)dτ + 2a2 · v1(t)−

− 1

2a
√
π

t∫
0

∞∫
0

[
tω + ξ

(t− τ)3/2
exp

{
− (tω + ξ)2

4a2(t− τ)

}
− tω − ξ

(t− τ)3/2
exp

{
− (tω − ξ)2

4a2(t− τ)

}]
f̃(ξ, τ)dξdτ−

− 1

a
√
π

t∫
0

∞∫
0

1 + ωtω−1

(t− τ)1/2
· exp

{
− (tω − ξ)2

4a2(t− τ)

}
· f̃(ξ, τ)dξdτ. (9)

(7) интегралдық теңдеуiнiң шешiмiн, келесi функциялар классында iздеймiз:

t
3
2
−ω · ϕ(t) ∈ L∞ (0,∞) , т.е. ϕ(t) ∈ L∞

(
0,∞; t

3
2
−ω
)
. (10)

Сонда, (7) теңдеуiн келесi түрде жазу тиiмдi болады:

ϕ1(t) +

∫ t

0

(
t

τ

) 3
2
−ω

Kω(t, τ)ϕ1(τ)dτ = F1(t). (11)

мұнда
ϕ1(t) = t

3
2
−ω · ϕ(t), F1(t) = t

3
2
−ω · F (t) (12)

Kω(t, τ) ядросы келесi қасиеттерге ие:
1) Kω(t, τ) непрерывно при 0 < τ ≤ t ≤ ∞;

2) lim
t→t0

t∫
t0

Kω(t, τ)dτ = 0, t0 ≥ ε > 0;

3) lim
t→0+

t∫
0

Kω(t, τ)dτ = 1.
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(11) интегралдық теңдеуiнiң ерекшелiгi Kω(t, τ) ядросының 3 қасиетiнде.
(11) интегралдық теңдеудi шешу үшiн, сәйкес сипаттамалық интегралдық теңдеуiн

құрастырылады.

ϕ (t) +

t∫
0

(
t

τ

) 3
2
−ω

Kh (t, τ) · ϕ (τ) dτ = g(t), (13)

мұнда

Kh (t, τ) =
4∑
i=1

K
(i)
h (t, τ) ,

K
(1)
h (t, τ) =

1

2a
√
π
· (2ω − 1)

3
2 (τ 2ω−1 · t2ω−2 + t4ω−3)

(t2ω−1 − τ 2ω−1)
3
2

· exp

{
−(2ω − 1) (t2ω−1 + τ 2ω−1)

2

4a2 (t2ω−1 − τ 2ω−1)

}
;

K
(2)
h (t, τ) = − 1

2a
√
π
· (2ω − 1)3/2 · t2ω−2

(t2ω−1 − τ 2ω−1)1/2
· exp

{
−(2ω − 1) (t2ω−1 − τ 2ω−1)2

4a2 (t2ω−1 − τ 2ω−1)

}
;

K
(3)
h (t, τ) = − 2

2a
√
π
· (2ω − 1)3/2 · t2ω−2

(t2ω−1 − τ 2ω−1)1/2
· exp

{
−(2ω − 1) (t2ω−1 + τ 2ω−1)

2

4a2 (t2ω−1 − τ 2ω−1)

}
;

K
(4)
h (t, τ) =

2

a
√
π
· (2ω − 1)3/2 · t2ω−2

(t2ω−1 − τ 2ω−1)1/2
· exp

{
−(2ω − 1) (t2ω−1 − τ 2ω−1)2

4a2 (t2ω−1 − τ 2ω−1)

}
.

(14)
(13) интегралдық теңдеуi (11) теңдеуi үшiн сипаттамалық теңдеу болып табылады,

себебi оның ядросы Kω (t, τ) ядросының 3 қасиетiне ұқсас қасиетке ие, яғни:

lim
t→0

t∫
0

K
(1)
h (t, τ) dτ = 1.

Бұдан

lim
t→0

t∫
0

[Kh (t, τ)−Kω (t, τ)] dτ = 0, 0 < τ < t <∞, (15)

шығады.

Лемма 1

Rh (t, τ) ≤ C1 (ω) · t
ω− 1

2 ·
√
τ

(t− τ)
3
2

· exp
{
− t2ω−1 · τ

(2ω − 1) · a2 · (t− τ)

}
. (16)

Келесi теорема дәлелдендi.

Теорема 1 (13) интегралдық теңдеуiнiң кез келген g(t) ∈ L∞

(
R+; t

3
2
−ω
)

оң жағы

үшiн шешiмi бар ϕ(t) ∈ L∞
(

R+; t
3
2
−ω
)
:

ϕ (t) = g (t) +

t∫
0

(
t

τ

) 3
2
−ω

·Rh (t, τ) · g (t) dτ + C · ϕhom
(
(2ω − 1) · t2ω−1

)
, (17)

ал Rh(t, τ) резольвента үшiн келесi бағалауы орынды, яғни:

Rh (t, τ) ≤ C1 (ω) · t
ω− 1

2 ·
√
τ

(t− τ)
3
2

· exp
{
− t2ω−1 · τ

(2ω − 1) · a2 · (t− τ)

}
.

5



(7) интегралдық теңдеуiн шешу үшiн Карлеман -Веке регуляризация әдiсi қолданыла-
ды.

(4) –(5) шектiк есептiң v(x, t) шешiмi (6) формуласы арқылы анықталады, ал баста-
пқы шекаралық (1) –(2) есептiң шешiмiн келесi түрде анықтаймыз:

u(x, t) =

x∫
0

v(ξ, t)dξ, (18)

мұндағы v(x, t) = vhom(x, t) + vpart(x, t), ал

vhom(x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

[
− exp

{
− (x+t2ω)

4a2(t−τ)

}
+ exp

{
− (x−t2ω)

4a2(t−τ)

}]
(t− τ)

1
2

· ϕ0 (τ) dτ (19)

vpart(x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

1

(t− τ)
1
2

[
exp

{
− (x− t2ω)

4a2(t− τ)

}
− exp

{
− (x+ t2ω)

4a2(t− τ)

}]
· ϕpart (τ) dτ+

+
1

2a
√
π

t∫
0

∞∫
0

1

(t− τ)
1
2

[
exp

{
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

}
− exp

{
− (x+ ξ)2

4a2(t− τ)

}]
· f̃(ξ, τ)dξdτ+

+
1

2a
√
π

t∫
0

x

(t− τ)
3
2

exp

{
− x2

4a2(t− τ)

}
v0(τ)dτ, (20)

мұндағы t
3
2
−ω · ϕ(t) және t

3
2
−ω · f̃(x, t) функциялары сәйкесiнше R+ және Q үзiлiссiз

және шенелген болып табылады.
Сонымен, бастапқы (1)-(2) шеттiк есептер үшiн келесi теорема дүрыс.

Теорема 2 Кез -келген f(t) ∈ L∞
(
R+; t

3
2
−ω exp

{
tω

4a2

})
оң бөлiгi үшiн және берiлген

f(x, t) ∈ W 1,0
∞

(
G; t

3
2
−ω exp

{
t2ω

4a2

})
, u0(t) ∈ L∞(R+; tω−

3
2 ); u1(t) ∈ L∞(R+; t

3
2
−ω) функ-

циялары үшiн (1) – (2) шекаралық есептiң шешiмi бар u(x, t) ∈ L∞
(
G;
(
x+ t

3
2
−ω
)−1)

және (18) – (20) формулалар арқылы анықталады.

1.2 бөлiмшеде, алдыңғы 1.1 бөлiмшедегi жылу өткiзгiштiк теңдеуiнiң сол шекара-
лық есебi қарастырылған. Айырмашылығы облыс шекарасы еркiн x = γ(t) заңдылығы-
мен қозғалады, ал алдыңғы бөлiмшеде шекарасы дәрежелiк заңдылықпен қозғалады.
Екi есептiң де зерттелуi бiрдей тәртiппен жүргiзiледi, бiрақ шекарасы дәрежелiк заң-
дылықпен қозғалғандағы жағдайда шешу әдiсi айқын байқалады. Сондықтан да, бұл
екi жағдай әдiстемелiк тұрғыдан бiрiн -бiрi толықтырып тұруы, шықкан нәтижелердi
бөлек қарастыруға негiз болды.

G = {x, t|0 < x < γ(t), t > 0} облысында келесi шекаралық есептiң шешiмiн қарас-
тырамыз:

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= f (x, t) , {0 < x < γ(t), t > 0} (21)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= u0(t),
dũ(t)

dt
+
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=γ(t)

= u1(t), (22)
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мұнда ũ(t) = u(γ(t), t), γ(0) = 0, ал γ(t) = [t(1 + α0(t))]
ω , ω > 1

2

γ(t) : (0,∞)→ (0,∞) функциясы келесi шарттарды қанағаттандырады:
1. t→ 0 және t→∞ γ(t) функциясының асимптотикасының бейнесi tω, мұнда ω > 1

2

2. қандайда бiр t∗1 уақыт мезетiнен бастап t∗2 уақыт мезетiне дейiн γ(t) функциясы
еркiн, қатаң бiрсарынды және өзара бiрмәндi, яғни керi түрлендiруi γ−1(t) бар.

Шешiмiнiң және берiлген функцияларының класын келесi түрде енгiземiз:

(x+ [γ(t)]
3
2ω
−1)−1u(x, t) ∈ L∞(G), т.е. u(x, t) ∈ L∞(G; (x+ [γ(t)]3/2ω−1)−1),

f(x, t) ∈ W 1,0
∞

(
G; [γ(t)]3/2ω−1 exp

{
[γ(t)]

2ω−1
ω /(4a2)

})
;

u0(t) ∈ L∞
(
R+; [γ(t)]−(3/2ω−1)

)
; u1(t) ∈ L∞

(
R+; [γ(t)]3/2ω−1

)
. (23)

Бастапқы шекаралық (21) –(22) есептiң шешiмiн келесi түрде анықтаймыз:

u(x, t) =

x∫
0

v(ξ, t)dξ, (24)

мұнда v(x, t) = vhom(x, t) + vpart(x, t), ал

vhom(x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

1

(t− τ)1/2

[
− exp

{
−(x+ γ(τ))2

4a2(t− τ)

}
+ exp

{
−(x− γ(τ))2

4a2(t− τ)

}]
· ϕ0 (τ) dτ

(25)

vpart(x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

1

(t− τ)
1
2

[
exp

{
−(x− γ(τ))2

4a2(t− τ)

}
− exp

{
−(x+ γ(τ))2

4a2(t− τ)

}]
·ϕpart (τ) dτ+

+
1

2a
√
π

t∫
0

∞∫
0

1

(t− τ)
1
2

[
exp

{
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

}
− exp

{
− (x+ ξ)2

4a2(t− τ)

}]
· f̃(ξ, τ)dξdτ+

+
1

2a
√
π

t∫
0

x

(t− τ)
3
2

exp

{
− x2

4a2(t− τ)

}
v0(τ)dτ. (26)

мұндағы (γ(t))
3/2−ω

ω · ϕ(t) және (γ(t))
3/2−ω

ω · f̃(x, t) функциялары сәйкесiнше R+ және Q
үзiлiссiз және шенелген болып табылады.

(21)-(22) шекаралық есептер үшiн келесi теорема дүрыс.

Теорема 3 Кез -келген f(t) ∈ L∞
(

R+; [γ(t)]
3/2−ω

ω exp {γ(t)/(4a2)}
)
оң бөлiгi үшiн және

f(x, t) ∈ W 1,0
∞

(
G; [γ(t)]3/2ω−1 exp

{
[γ(t)]

2ω−1
ω /(4a2)

})
, u0(t) ∈ L∞(R+; [γ(t)]

ω−3/2
ω ); u1(t) ∈

L∞(R+; [γ(t)]
3/2−ω

ω ) берiлген функциялары үшiн (21) – (22) шекаралық есептiң шешiмi
бар u(x, t) ∈ L∞(G;

(
x+ [γ(t)]3/2ω−1)−1

)
және (24) – (26) формулалар арқылы анықта-

лады.

Жұмыстың екiншi бөлiмiнде төңкерiлген конустағы кеңiстiк айнымалылары бой-
ынша екi өлшемдi Q =

{
(x, y, t)|

√
x2 + y2 < t, 0 < t < 1

}
шекаралық есептi қарасты-

рамыз:
∂u

∂t
− a24u = f(x, y, t), (27)
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dũ

dt
+
∂u

∂n̄

∣∣∣∣√
x2+y2=t

= g(x, y, t), (28)

мұнда ũ(t, α) = u(x, y, t)|√
x2+y2=t

Осьтiк симметрия шарты орындалады деп болжап және (27)–(28) үшiн цилиндрлiк
координаттарға көшiп, G = {(r, t)| 0 < r < t, 0 < t < 1} облысында келесi шекаралық
есептi аламыз:

∂u

∂t
− a21

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
= f(r, t), (29)(

2
∂u

∂r
+
∂u

∂t

)∣∣∣∣
r=t

= g(t), u(r, t) 6=∞ r → 0. (30)

Мұнда (28) шекаралық шарты (30) шартына ауысады. Жаңа функция енгiзу арқы-
лы:

w(r, t) = r
∂u

∂r
,

(
∂u

∂r
=

1

r
w(r, t)

)
, (31)

(29) - (30) есебi , келесi есепке түрленедi:
Q = {(r, t)|0 < r < t, 0 < t < 1} облысында анықталған

∂w

∂t
= a2

∂2w

∂r2
− a21

r

∂w

∂r
+ r

∂

∂r
f(r, t) (32)

теңдеудi және келесi шекаралық шарттарды қанағаттандыратын:
{

1

r

∂w

∂r
+

2

a2
1

r
w

}∣∣∣∣
r=t

= g(t)− 1

a2
f(t, t) = g1(t),

w(r, t)|r=0 = g2(t)

(33)

шешiмiн табу керек.
Белгiлi болған,

G (r, ξ, t− τ) =
r

2a (t− τ)
exp

(
− r2 + ξ2

4a2 (t− τ)

)
I1

(
rξ

2a2 (t− τ)

)
функциясы (32) теңдеуi үшiн фундаментальдi шешiм болып табылады, мұнда ξ- пара-
метр, ал I1(z) - функциясын осыдан әрi 1 реттi модификацияланған Бессель функциясы
деп қабылдаймыз.

(32) - (33) есебiнiң шешiмiн жай, қос қабатты және көлемдi жылу потенциалдарының
қосындысы түрiнде iздеймiз, яғни:

w(r, t) =

∫ t

0

G (r, ξ, t− τ)|ξ=τ µ(τ)dτ +

∫ t

0

∂G(r, ξ, t− τ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

ν(τ)dτ +W (r, t, f), (34)

мұнда

W (r, t, f) =

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

G(r, ξ, t− τ)r
∂f(ξ, τ)

∂r
dξ (35)

- көлемдi жылу потенциалы. (34) теңдеуiндегi µ(t) және ν(t) - функциялары әзiрше
белгiсiз потенциалдар тығыздығы болып табылады.

(32) теңдеуiнiң (34) түрiндегi шешiмiне тиiстi қатынастарды қойып, шешiмiнiң ин-
тегралдық көрiнiсiн табамыз.:

w(r, t) =

∫ t

0

r

2a2 (t− τ)
exp

(
− r2 + τ 2

4a2 (t− τ)

)
I1

(
rτ

2a2 (t− τ)

)
µ(τ)dτ+

+

∫ t

0

r2

8a4(t− τ)2
exp

(
− r2

4a2(t− τ)

)
ν(τ)dτ +W (r, t, f). (36)
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Шекаралық шарттарды қанағаттандыра отырып, келесi интегралдық теңдеудi аламыз:

µ1(t) +

∫ t

0

tτ

2a2(t− τ)2
Ĩ01

(
tτ

2a2(t− τ)

)
µ1(τ)dτ+

+

∫ t

0

3

2a2
t

t− τ
Ĩ1

(
tτ

2a2(t− τ)

)
µ1(τ)dτ = 2a2F1(t), (37)

мұнда

F1(t) = − ∂W (r, t)

∂r

∣∣∣∣
r=t

− 2

a2
W (r, t)|r=t−

∂g̃2(r, t)

∂r

∣∣∣∣
r=t

− 2

a2
g̃2(r, t)|r=t−

1

a2
tf(t, t)+g(t),

Ĩ1

(
rτ

2a2(t− τ)

)
= exp

(
− rτ

2a2(t− τ)

)
I1

(
rτ

2a2(t− τ)

)
,

Ĩ01

(
tτ

2a2(t− τ)

)
= exp

(
− tτ

2a2(t− τ)

)[
I0

(
tτ

2a2(t− τ)

)
− I1

(
tτ

2a2(t− τ)

)]
,

exp
( τ

4a2

)
µ(τ) = µ1(τ),

µ2(t) = tµ1(t),

деп жаңа функция енгiзсек, онда (37) келесi түрде жазылады:

µ2(t) +

∫ t

0

M(t, τ)µ2(τ)dτ = 2a2tF1(t), (38)

мұнда
M(t, τ) = M1(t, τ) +M2(t, τ), (39)

ал
M1(t, τ) =

t2

2a2(t− τ)2
Ĩ01

(
tτ

2a2(t− τ)

)
,

M2(t, τ) =
3

2a2
t2

τ(t− τ)
Ĩ1

(
tτ

2a2(t− τ)

)
,

(39) ядросының келесi қасиетiне байланысты, (38) интегралдық теңдеуiне бiртiндеп
жуықтау әдiсi қолданылмайды.

Ескерту 2 lim
t→0

∫ t

0

M(t, τ)dτ = 1, при этом

∫ t

0

M1(t, τ)dτ = 1, ∀t > 0, limt→0

∫ t

0

M2(t, τ)dτ = 0.

Бiз 2 ескертуге байланысты (38) теңдеуiне сипаттамалық теңдеу болатын келесi
"қысқартылған" интегралдық теңдеудiң шешiмiн iздеймiз:

µ2(t) +

∫ t

0

t2

2a2(t− τ)2
Ĩ01

(
tτ

2a2(t− τ)

)
µ2(τ)dτ = 2a2tF1(t). (40)

(40) интегралдық теңдеуiнде тәуелсiз анымалыларды t = 1
t1
, τ = 1

τ1
алмастыру

арқылы және

µ2

(
1

t1

)
= µ2 (t1) , 2a2

1

t1
F1

(
1

t1

)
= F2(t1)
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функцияларын енгiзу арқылы:

µ2(t1) +

∫ ∞
t1

1

2a2(τ1 − t1)2
Ĩ01

(
1

2a2(τ1 − t1)

)
µ2(τ1)dτ1 = F2(t1), (41)

теңдеуiн аламыз. Бұл айырымды ядролы теңдеудi келесi ықшамды түрде жазып алып,
Лаплас түрлендiруiн қолдансақ:

µ2(t1) +

∫ ∞
t1

M1− (t1 − τ1)µ2(τ1)dτ1 = F2(t1), (42)

мұнда

M1− (t1 − τ1) =
1

2a2(τ1 − t1)2
Ĩ01

(
1

2a2(τ1 − t1)

)
, (43)

онда (42) теңдеуiнiң шешiмi келесi түрде жазылады:

µ2(t1) = F2(t1) +
1

2πı

∫ σ+ı∞

σ−ı∞
R̂∗−(−p)F2(p)dp, Rep < 0 (44)

мұнда

R̂∗−(−p) =
1− 2

√
−p
a
I0

(√
−p
a

)
K1

(√
−p
a

)
2
√
−p
a
I0

(√
−p
a

)
K1

(√
−p
a

) . (45)

Ендеше (42) теңдеуiнiң шешiмi келесi түрде болады

µ2(t1) = F2(t1)−
∫ ∞
t1

R−(t1 − τ1)µ2(τ1)dτ1,

мұнда

R̂∗−(−p) : R−(t1) =
2a2

π
3
2

√
t1

∞∑
k=1

Bk +
2a4

π

∞∑
k=1

αkBk exp (−α2
ka

4t1)−

− 2a2

π
3
2

√
t1

∞∑
k=1

N1(αk)

J1(αk)
Bk

∞∫
0

exp

(
− ξ2

4α2
ka

4t1

)
sin ξdξ, (46)

ал {}

Лемма 2 R−(t1) резольвентасы үшiн келесi бағалау дұрыс:

R−(t1) ≤ C · 1√
t1
, t1 > 0.

Сипаттаушы теңдеудiң шешiмi келесi түрде болады:

µ2(t) = 2a2tF1(t)−
t∫

0

R̃(t, τ)F1(τ)dτ

мұнда

R̃(t, τ) ≤ C

√
t

√
τ
√
t− τ

.
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(37) «толық» интегралдық теңдеуiнiң шешу үшiн

µ2(t) +

t∫
0

t2

2a2(t− τ)2
Ĩ01

(
tτ

2a2(t− τ)

)
µ2(τ)dτ =

= −
t∫

0

3

2a2
t2

τ(t− τ)
exp

(
− tτ

2a2(t− τ)

)
I1

(
tτ

2a2(t− τ)

)
µ2(τ)dτ + 2a2t · F1(t), (47)

сипаттаушы теңдеудiң шешiмiне регулиризация әдiсiн, яғни Карлеман –Векуе әдiсiн
қолданамыз.

Сонымен келесi теорема орынды.

Теорема 4 Егер
√
tg1(t) ∈ L∞(0, 1) және g2(t) ∈ L∞(0, 1) шарттары орындалса, онда

(32)-(33) шекаралық есептiң жалғыз шешiмi болады w(r, t) ∈ L∞(G).

4 теоремасынан және (36) теңдiгiнен негiзгi шешiмдi аламыз.

Теорема 5 Егер
√
tg(t) ∈ L∞(0, 1) болса, онда (29)-(30) шекаралық есептiң жалғыз

ғана шешiмi болады u(r, t) ∈ L∞(G).

Қорытындыда диссертациялық зерттеу жұмысының қысқаша нәтижелерi жазы-
лған.

Диссертациялық жұмыс пайдаланылған әдебиеттер тiзiмiмен, осы зерттеу жұмысы-
на қатысты жарияланған мақалалар тiзiмi келтiрiлген А қосымшасымен аяқталады.
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